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Resumen

En este trabajo se introducen los modelos gráficos probabilísticos C-vines y D-vines en

optimización evolutiva para modelar las distribuciones de búsqueda de los Algoritmos con

Estimación de Distribuciones (EDA), dando lugar a los algoritmos CVEDA y DVEDA. El uso

de estos modelos facilita el tratamiento de problemas con diferentes y complejos patrones

de dependencia.

En la tesis se utilizan las cópulas bivariadas independencia, normal, t, Clayton, Clayton

rotada, Gumbel y Gumbel rotada. Para el proceso de selección de las cópulas en los C-vines

y D-vines, se diseña una estrategia que utiliza pruebas de hipótesis basadas en estadígrafos

Cramér-von Mises. Además, se estudia el impacto en los algoritmos CVEDA y DVEDA del

uso de diferentes estrategias de construcción de los vines. En particular, se propone una

técnica de truncamiento del vine con el fin de construirlo de manera parcial, pero no de

manera arbitraria, sino mediante un procedimiento de selección de modelos.

Para estudiar el comportamiento de los algoritmos CVEDA y DVEDA, se implementan

dos paquetes para el ambiente estadístico R: copulaedas y vines. Se realiza un estudio

empírico en varias funciones de prueba ampliamente conocidas y en un problema real com-

plejo: el acoplamiento molecular. Los algoritmos CVEDA y DVEDA se comparan con dos

EDA basados en las cópulas multivariadas independencia y normal. Los resultados obteni-

dos muestran la superioridad de los primeros.
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Introducción

Los Algoritmos con Estimación de Distribuciones (EDA, Estimation of Distribution Algo-

rithms) (Larrañaga y Lozano, 2002) son una clase de algoritmos de optimización evolutivos

que se caracterizan por el uso explícito de distribuciones de probabilidad. Estos algoritmos

exploran el espacio de búsqueda mediante la simulación de un modelo probabilístico (distri-

bución de búsqueda o simplemente modelo) estimado previamente a partir de las mejores

soluciones de la población.

Aunque la idea esencial de los EDA es la estimación y simulación de distribuciones de

probabilidad, existen diferencias fundamentales si el dominio es continuo o discreto (Bos-

man y Thierens, 2006). En esta tesis se trata con problemas con dominio continuo o real.

La distribución más utilizada para modelar la distribución de búsqueda en problemas con

variables reales es la normal, ya que existen métodos numéricos y algoritmos computacio-

nales eficientes para su estimación y simulación. Entre los EDA más conocidos basados en

la distribución normal multivariada u otras variantes derivadas de la misma se encuentran los

siguientes: UMDA para dominio continuo (Larrañaga et al., 2000), que utiliza una descom-

posición en distribuciones normales univariadas; EMNA (Larrañaga et al., 2001), donde se

utiliza una distribución normal multivariada; EGNA (Larrañaga et al., 2000), que utiliza redes

Gaussianas y el uso de núcleos Gaussianos en los algoritmos propuestos por Bosman y

Thierens (2000).

Independientemente de las bondades que ofrece la distribución normal multivariada, esta

distribución es muy restrictiva debido a que solamente describe dependencias o interaccio-

nes lineales entre las variables y los marginales son todos normales. Asumir normalidad en

los datos es raramente consistente con la evidencia empírica de los problemas reales y en

ocasiones conlleva a la construcción de modelos probabilísticos incorrectos del espacio de

búsqueda.

Una alternativa para evadir las restricciones de la distribución normal multivariada son
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las funciones cópulas. Estas funciones permiten representar la estructura de dependencia

del problema independientemente de las propiedades estadísticas de los marginales uni-

variados. Esta propiedad de las cópulas brinda la posibilidad de construir distribuciones de

búsqueda en las que se combinen marginales de diferentes distribuciones, mientras que la

estructura de dependencia queda determinada por la cópula.

La utilización de cópulas en los EDA es muy reciente y es evidente que existe un interés

creciente en la aplicación de la teoría de cópula en optimización. Varias son las propuestas

realizadas en la literatura: GCEDA (Soto et al., 2007; Arderí, 2007), que utiliza una cópula

normal multivariada; una extensión de MIMIC que utiliza cópulas presentada por Salinas-

Gutiérrez et al. (2009); los algoritmos basados en la cópula Clayton presentados por Wang

et al. (2010a,b) y el uso de cópulas empíricas bivariadas en (Cuesta-Infante et al., 2010).

GCEDA es uno de los algoritmos pioneros en el uso de cópulas y constituye el antecedente

más importante de la presente investigación.

Aunque el enfoque basado en cópulas multivariadas supera algunas de las restriccio-

nes del modelo normal multivariado, tiene varias desventajas. Entre estas desventajas se

encuentran que la mayoría de las cópulas existentes son bivariadas y que el uso de una

única cópula puede no ser apropiado cuando todas las variables no presentan el mismo tipo

de dependencia. Para superar estas deficiencias se ha desarrollado un método que permite

descomponer la distribución conjunta en cópulas bivariadas y marginales univariados. Esta

descomposición se puede representar mediante un modelo gráfico probabilístico no dirigi-

do llamado vine1 (Cooke, 1997; Bedford y Cooke, 2001, 2002). Los vines son herramientas

flexibles que permiten representar distribuciones de grandes dimensiones combinando una

amplia variedad de dependencias y marginales de diferentes distribuciones. Un tipo especial

de vines son los C-vines (canonical vines) y los D-vines (drawable vines). Desde el punto de

vista gráfico, tanto un C-vine como un D-vine están formados por una cascada de árboles y

a cada uno de ellos le corresponde una manera específica de descomponer la distribución.

A partir de las reflexiones enunciadas, se formula el siguiente problema científico: se

conjetura que las deficiencias de los EDA basados en la distribución normal multivariada y la

cópula normal multivariada pueden aliviarse con la utilización de modelos gráficos basados

en vines. El problema científico consiste en reunir evidencias razonables que soporten dicha

conjetura.

El objetivo general de esta tesis es desarrollar la clase Algoritmos con Estimación de

1La palabra vine no se ha traducido del inglés para evitar introducir un nuevo término en la literatura.
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Distribuciones basados en Vines (VEDA, Vine Estimation of Distribution Algorithms). Los

objetivos específicos son los siguientes:

1. Crear dos algoritmos pertenecientes a la clase VEDA: CVEDA utilizando C-vines y

DVEDA con D-vines, y evaluar la factibilidad de realizar una implementación experi-

mental en el ambiente estadístico R.

2. Evaluar el impacto de utilizar en los modelos diferentes tipos de cópulas.

3. Evaluar el impacto de diferentes estrategias de construcción de los vines: construcción

parcial o total y selección de la estructura de los C-vines y D-vines de manera aleatoria

o de acuerdo a la fuerza de las interacciones entre las variables.

4. Explorar empíricamente el desempeño de los algoritmos creados en funciones de

prueba con características conocidas y en un problema real: el acoplamiento mole-

cular.

La novedad científica de este trabajo consiste en que se introduce en la optimización evolu-

tiva los C-vines y D-vines como modelos de las distribuciones de búsqueda. El uso de este

enfoque es una oportunidad para abordar problemas de grandes dimensiones con diferen-

tes y complejos patrones de dependencias. Cabe señalar en este punto que los primeros

resultados obtenidos en el marco de esta investigación se publicaron en (Soto y González-

Fernández, 2010). Salinas-Gutiérrez et al. (2010) introducen el algoritmo D-vine EDA, ba-

sado en D-vines. Sin embargo, un análisis crítico sobre este trabajo permite afirmar que

D-vine EDA no supera la desventaja fundamental de los EDA basados en la distribución nor-

mal, ya que solamente ajusta la cópula normal en los dos primeros árboles y utiliza la cópula

independencia en el resto.

El principal resultado de la tesis es la creación de los Algoritmos con Estimación de

Distribuciones basados en Vines.

Para evaluar el comportamiento de CVEDA y DVEDA se realiza un estudio empírico en

varias funciones de prueba y en un problema del área de la Bioinformática conocido como

acoplamiento molecular. CVEDA y DVEDA se comparan con otros dos EDA basados en

cópulas. Los resultados empíricos muestran que los EDA basados en vines superan a los

otros dos.

Como parte del desarrollo de la tesis, se implementaron dos paquetes para el ambiente

estadístico R (R Development Core Team, 2010): copulaedas (González-Fernández y Soto,
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2011a), que contiene implementaciones de EDA basados en cópulas, y vines (González-

Fernández y Soto, 2011b), que provee funcionalidades relacionadas con el modelado de

dependencias multivariadas utilizando vines. Estos paquetes se encuentran disponibles en

CRAN (Comprehensive R Archive Network). La investigación empírica llevada a cabo en

esta tesis se realiza utilizando estos paquetes.

Algunos resultados de la tesis han sido publicados como reporte de investigación del Ins-

tituto de Cibernética, Matemática y Física (Soto y González-Fernández, 2010) y aceptados

para su publicación como capítulo de un libro (Soto et al., 2011). Además, algunos resul-

tados parciales se presentaron en varios eventos y jornadas científicas. Todo lo anterior se

especifica en el apéndice C.

La estructura del resto de la tesis es la siguiente. En el capítulo 1 se realiza una revisión

de los enfoques que han sido utilizados para el modelado de dependencias en los EDA con

dominio continuo. El capítulo 2 presenta la principal propuesta de la tesis: los algoritmos

basados en vines CVEDA y DVEDA. En los capítulos 3 y 4 se presentan los resultados y

discusiones acerca del estudio empírico de los algoritmos en funciones de prueba y en el

problema de acoplamiento molecular, respectivamente. Finalmente, se brindan las conclu-

siones, recomendaciones y líneas de trabajo futuro.



Capítulo 1

Modelado de dependencias en los EDA

continuos

El uso explícito de distribuciones permite a los EDA describir las relaciones de dependen-

cia existentes entre las variables y usar esta información en la optimización. Una distribución

de búsqueda que represente adecuadamente la estructura de dependencia del problema

permitirá realizar una búsqueda eficiente; un modelo incorrecto puede incluso comprometer

la convergencia del algoritmo.

El principal objetivo de este capítulo es identificar las limitaciones fundamentales de los

EDA basados en la distribución normal multivariada y la cópula normal multivariada, y moti-

var la creación de nuevos algoritmos que utilicen paradigmas que permitan construir distri-

buciones de búsqueda con diferentes tipos de dependencias.

1.1. Modelado de dependencias

Para facilitar la comprensión de los resultados presentados en la tesis, en esta sección

se incluye una breve descripción de algunos conceptos relacionados con el modelado de

dependencias entre variables aleatorias continuas.

1.1.1. Medidas de dependencia

El concepto de independencia entre variables aleatorias es fundamental en la teoría

de probabilidades (Kurowicka y Cooke, 2006). Se dice que, dos variables aleatorias son
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independientes si su función de distribución conjunta puede descomponerse en el producto

de las funciones de distribución marginales (Nelsen, 2006).

Al decir que dos variables aleatorias no son independientes, no se brinda información

acerca de su comportamiento conjunto. Para describir la fuerza y la naturaleza de la de-

pendencia, se deben utilizar medidas de dependencia entre variables aleatorias. En esta

sección se presentan dos medidas de dependencia bivariadas: el coeficiente de correlación

de Pearson y el coeficiente tau de Kendall.

Coeficiente de correlación de Pearson

El coeficiente de correlación de Pearson indica la fuerza de una dependencia lineal entre

dos variables aleatorias. Este coeficiente es un escalar que toma valores en el intervalo

[−1,1].

Definición 1 (Coeficiente de correlación de Pearson) De acuerdo a Kurowicka y Cooke

(2006), el coeficiente de correlación de Pearson de dos variables aleatorias X , Y se define

como

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )√

Var(X)
√

Var(Y )
,

donde Cov(X ,Y ) denota la covarianza entre las variables, Var(X) la varianza de X y Var(Y )
la varianza de Y .

Dados N pares de observaciones (x1,y1),(x2,y2), . . . ,(xN ,yN) de un vector aleatorio (X ,Y ),

se puede calcular el coeficiente de correlación de Pearson de la muestra de la forma

ρ̂(X ,Y ) =
∑

N
i=1(xi− X̄)∑

N
i=1(yi− Ȳ )√

∑
N
i=1(xi− X̄)2

√
∑

N
i=1(yi− Ȳ )2

,

donde X̄ = ∑
N
i=1 xi y Ȳ = ∑

N
i=1 yi (Kurowicka y Cooke, 2006).

Este coeficiente es utilizado frecuentemente en la práctica como una medida de depen-

dencia a pesar de presentar algunas limitaciones: no es invariante ante transformaciones

crecientes de las variables y su valor depende de las distribuciones marginales (Kurowicka y

Cooke, 2006). Estas limitaciones son desfavorables si se quiere modelar separadamente la

estructura de dependencia y las distribuciones marginales de una distribución multivariada.
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Embrechts et al. (1999) brindan una lista de observaciones a tomar en cuenta al utilizar el

coeficiente de correlación de Pearson.

Coeficiente tau de Kendall

El término coeficiente de correlación generalmente se reserva para referirse a medidas

de la dependencia lineal entre variables aleatorias como el coeficiente de correlación de

Pearson. Se utiliza el término más general coeficiente de asociación para referirse a un

grupo de medidas de dependencia entre las que se encuentra el coeficiente tau de Kendall

(Nelsen, 2006).

Definición 2 (Coeficiente tau de Kendall) Sean (X1,Y1), (X2,Y2) vectores aleatorios conti-

nuos independientes e igualmente distribuidos. De acuerdo a Nelsen (2006), el coeficiente

tau de Kendall está dado por

τ(X ,Y ) = P[(X1−X2)(Y1−Y2)> 0]−P[(X1−X2)(Y1−Y2)< 0]. (1.1)

Dada una muestra con N observaciones (x1,y1),(x2,y2), . . . ,(xN ,yN) de un vector alea-

torio continuo (X ,Y ). Se dice que, dos pares (xi,yi), (x j,y j) de estas observaciones son

concordantes si xi < x j y yi < y j ó xi > x j y yi > y j. De manera similar, se dice que son dis-

cordantes si xi < x j y yi > y j ó xi > x j y yi < y j. Informalmente, dos variables aleatorias son

concordantes si los valores grandes de una suelen estar asociados con los valores grandes

de la otra, o los valores pequeños de una suelen estar asociados con los valores pequeños

de la otra. Nótese que, en (1.1), P[(X1−X2)(Y1−Y2)> 0] y P[(X1−X2)(Y1−Y2)< 0] denotan

la probabilidad de concordancia y discordancia, respectivamente. Finalmente, el coeficiente

tau de Kendall para la muestra se calcula como

τ̂(X ,Y ) =
c−d
c+d

,

donde c y d denotan el número de pares concordantes y discordantes en la muestra, res-

pectivamente (Nelsen, 2006).

Este coeficiente es también un escalar que toma valores en el intervalo [−1,1]. A dife-

rencia del coeficiente de correlación de Pearson, el coeficiente tau de Kendall es uno de los

llamados coeficientes de correlación por rangos y representa dependencias monótonas en-
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tre las variables. En este caso, el valor del coeficiente es invariante frente a transformaciones

continuas crecientes de las variables (Kurowicka y Cooke, 2006).

1.1.2. Cópulas

De acuerdo a Kurowicka y Cooke (2006), una cópula es una distribución multivariada con

distribuciones marginales uniformes en [0,1]. Las cópulas permiten representar de manera

separada la estructura de dependencia y las distribuciones marginales de una distribución

multivariada. Los artículos introductorios (Genest y Favre, 2007; Trivedi y Zimmer, 2005) y

las monografías (Joe, 1997; Nelsen, 2006) contienen extensa información acerca del mo-

delado de dependencias con cópulas. Combinando diferentes distribuciones marginales con

diferentes cópulas, es posible modelar distribuciones multivariadas con una amplia variedad

de marginales y tipos de dependencia. Esta flexibilidad se basa en el siguiente teorema,

considerado el principal resultado en la teoría de cópulas (Romano, 2002).

Teorema 1 (Sklar, 1959) Sea una función de distribución n-variada F , con funciones de dis-

tribución marginales continuas F1, . . . ,Fn. Existe una única cópula C tal que

F(x1, . . . ,xn) =C(F1(x1), . . . ,Fn(xn)). (1.2)

Además, si C es una cópula y F1, . . . ,Fn son funciones de distribución univariadas conti-

nuas, la función F definida en (1.2) es una función de distribución con funciones de distribu-

ción marginales F1, . . . ,Fn (Sklar, 1959, 1973).

A continuación se describe un grupo de cópulas multivariadas y bivariadas a las que se

hará referencia durante el desarrollo de la tesis.

Cópulas multivariadas

En esta sección se presenta la definición de dos cópulas multivariadas. Estas cópulas

se incluyen también en la próxima sección, con sus expresiones particulares para el caso

bivariado.

Cópula independencia multivariada. La cópula independencia multivariada caracteriza

la independencia de un grupo de variables aleatorias continuas. Su función de distribución

está dada por
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CI(u1, . . . ,un) = u1 · · ·un, (1.3)

y se obtiene a partir de la descomposición de la función de distribución conjunta como el

producto de las funciones de distribución marginales.

Cópula normal multivariada. El teorema de Sklar provee un método para la construc-

ción de cópulas basado en el método de inversión (Nelsen, 2006). Dada una distribución

n-variada F con distribuciones marginales inversibles F1, . . . ,Fn, se obtiene una cópula como

C(u1, . . . ,un) = F(F−1
1 (x1), . . . ,F−1

n (xn)).

Una familia de cópulas construida utilizando este método es la cópula Gaussiana o nor-

mal multivariada (Song, 2000) cuya función de distribución está dada por

CN(u1, . . . ,un;R) = ΦR(Φ
−1(u1), . . . ,Φ

−1(un)), (1.4)

donde Φ−1 denota la inversa de la función de distribución normal estándar y ΦR la función

de distribución normal multivariada estándar, con matriz de correlación R.

Cópulas bivariadas

Las cópulas bivariadas descritas en esta sección se utilizan como bloques constructi-

vos de los modelos descritos en la sección 2.1.1. Este grupo de cópulas permite modelar

diferentes estructuras de dependencia en las colas de las distribuciones (Aas et al., 2009;

Brechmann, 2010). Para ilustrar estas características, en el apéndice A se incluyen gráficos

de dispersión de muestras generadas a partir de estas cópulas con diferentes valores de sus

parámetros.

Cópula independencia. De acuerdo a la definición multivariada de esta cópula, dada en

(1.3), la función de distribución de la cópula independencia bivariada está dada por

CI(u,v) = uv. (1.5)
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Cópula normal. De manera semejante a la cópula independencia bivariada, la función de

distribución de esta cópula se obtiene como un caso particular de la expresión multivariada

dada en (1.4). En este caso, la matriz de correlación se reduce a un escalar y la función de

distribución se define como

CN(u,v;ρ) = Φρ(Φ
−1(u),Φ−1(v)), (1.6)

donde Φ−1 denota la inversa de la función de distribución normal estándar y Φρ la función

de distribución normal bivariada estándar con coeficiente de correlación ρ ∈ (−1,1). Cuan-

do ρ → 1 ó ρ →−1, esta cópula representa una dependencia perfecta positiva o negativa

respectivamente, mientras que para ρ = 0 se obtiene la cópula independencia bivariada.

Cópula t. La cópula t se construye de manera semejante a la cópula normal. Su función

de distribución para el caso bivariado está dada por

Ct(u,v;ρ,ν) = tρ,ν(t−1
ν (u), t−1

ν (v)), (1.7)

donde t−1
ν denota la inversa de la función de distribución t estándar con ν > 0 grados de

libertad y tρ,ν la función de distribución t bivariada estándar con coeficiente de correlación

ρ ∈ (−1,1) y ν > 0 grados de libertad. Al igual que la cópula normal, esta cópula representa

una dependencia perfecta positiva o negativa cuando ρ → 1 ó ρ → −1, respectivamente.

Cuando ρ = 0 se obtiene la cópula independencia. El parámetro ν controla la dependencia

en las colas. Al igual que la distribución t bivariada tiende a la distribución normal bivariada

con el aumento de los grados de libertad, la cópula t se acerca a la cópula normal a medida

que ν → ∞.

Cópula Clayton. La función de distribución de la cópula Clayton tiene la forma

CC(u,v;δ ) =
(

u−δ + v−δ −1
)−1/δ

, (1.8)

donde δ > 0 es un parámetro que controla la dependencia. Las variables son independientes

cuando δ → 0, mientras que cuando δ → ∞ la cópula representa una dependencia positiva

perfecta. Esta cópula exhibe dependencias fuertes en la cola inferior, pero relativamente

débiles en la cola superior.
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Cópula Clayton rotada. La cópula Clayton con función de distribución definida en (1.8)

solamente captura dependencias positivas. Por esta razón, siguiendo la transformación utili-

zada por Brechmann (2010), se considera una rotación de 90o de esta cópula. Se dice que

un vector aleatorio (U,V ) ∈ [0,1]2 distribuye como una cópula Clayton rotada con paráme-

tro δ < 0 si el vector (U,1−V ) distribuye como una cópula Clayton con parámetro −δ . La

función de distribución de la cópula Clayton rotada está dada por

CRC(u,v;δ ) = u−CC(u,1− v;−δ ),

donde CC denota la función de distribución de la cópula Clayton dada en (1.8). Esta cópula

mantiene las características de la dependencia en las colas de la cópula Clayton y represen-

ta la independencia cuando δ → 0 pero, a diferencia de la cópula Clayton, representa una

dependencia negativa perfecta cuando δ →−∞.

Cópula Gumbel. La función de distribución de la cópula Gumbel se define como

CG(u,v;δ ) = exp
(
−
(
(− log u)δ +(− log v)δ

)1/δ
)
, (1.9)

donde δ ≥ 1 es un parámetro que controla la dependencia. Esta cópula se transforma en la

cópula independencia cuando δ = 1 y cuando δ → ∞ representa una dependencia positiva

perfecta. En contraste con la cópula Clayton, esta cópula exhibe dependencias fuertes en la

cola superior, pero relativamente débiles en la cola inferior.

Cópula Gumbel rotada. Al igual que la cópula Clayton, la cópula Gumbel solamente repre-

senta dependencias positivas. Por esta razón, al igual que Brechmann (2010), se considera

una rotación de 90o de la cópula Gumbel. La función de distribución de la cópula Gumbel

rotada está dada por

CRG(u,v;δ ) = u−CG(u,1− v;−δ ),

donde CG denota la función de distribución de la cópula Gumbel dada en (1.9) y δ ≤ −1
el parámetro que controla la dependencia. Esta cópula mantiene las características de la

dependencia en las colas de la cópula Gumbel, se transforma en la cópula independencia

para δ =−1 y representa una dependencia negativa perfecta cuando δ →−∞.
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Estimación de los parámetros

Existen varios métodos para estimar los parámetros de una cópula a partir de una mues-

tra (Genest y Favre, 2007; Genest et al., 1995; Joe, 1997). Los métodos que realizan la es-

timación mediante máxima verosimilitud son aplicables a un gran número de cópulas. Otros

métodos calculan el parámetro de la cópula a partir de una medida de asociación calculada

en la muestra. En este último caso, la cópula debe satisfacer ciertas restricciones.

Los métodos que realizan la estimación mediante máxima verosimilitud generalmente

requieren el uso de algoritmos de optimización para encontrar el valor de los parámetros.

Entre estos métodos se encuentran diferencias en cuanto a:

• si se estiman los parámetros de las distribuciones marginales conjuntamente con los

de la cópula o de manera separada y

• si se asume una distribución paramétrica de las distribuciones marginales o se realiza

una estimación empírica.

En el caso de las cópulas bivariadas con un parámetro real, es posible expresar el coeficien-

te tau de Kendall en términos del parámetro de la cópula (Nelsen, 2006). Estas expresiones

se pueden invertir para obtener el valor del parámetro de la cópula a partir del valor del coe-

ficiente calculado en la muestra (sección 1.1.1). En la tabla 1.1 se presentan las expresiones

del parámetro de las cópulas bivariadas con un parámetro real descritas en la sección 1.1.2

en función del coeficiente tau de Kendall.

Tabla 1.1: Expresiones del parámetro de un grupo de cópulas bivariadas en función del

coeficiente tau de Kendall.

Cópula Parámetro de la cópula en función
del coeficiente tau de Kendall

Normal sen
(

π

2 τ
)

Clayton 2τ/(1− τ)
Clayton rotada 2τ/(1+ τ)
Gumbel 1/(1− τ)
Gumbel rotada −1/(1+ τ)
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1.1.3. Selección de modelos

En esta sección se describen métodos para determinar si un modelo es una buena repre-

sentación de las características presentes en una muestra. Estos métodos también permiten

seleccionar el modelo que brinda una mejor representación si se cuenta con varios modelos

candidatos.

Prueba de bondad de ajuste para cópulas

Las pruebas de bondad de ajuste para cópulas permiten valorar cómo una cópula descri-

be la estructura de dependencia de una muestra. Esta valoración se realiza en términos de

una prueba de hipótesis. A continuación se describe, para el caso bivariado, una prueba de

bondad de ajuste para cópulas propuesta por Genest y Rémillard (2008) que ha mostrado

buenos resultados en varios estudios comparativos (Berg, 2009; Genest et al., 2009).

Sean N observaciones (u1,v1), . . . ,(uN ,vN) de un vector aleatorio (U,V ) ∈ [0,1]2 con

función de distribución conjunta C. La información sobre las dependencias en estas obser-

vaciones se representa mediante la cópula empírica (Deheuvels, 1979), dada por la función

de distribución empírica de la muestra,

CE(u,v) =
1
N

N

∑
i=1

1ui≤u,vi≤v.

La prueba de hipótesis se basa en una distancia entre la cópula empírica y una estima-

ción C
θ̂

de la cópula C a partir de la muestra, bajo la hipótesis nula de que C pertenece a

una familia de cópulas Cθ con parámetro θ . Esta distancia se mide mediante un estadígrafo

Cramér-von Mises definido por

SN = N
ˆ
[0,1]2

(
CE(u,v)−C

θ̂
(u,v)

)2 dCE(u,v) =
N

∑
i=1

(
CE(ui,vi)−C

θ̂
(ui,vi)

)2
. (1.10)

Como la distribución de SN no se conoce en la práctica y depende de la cópula candidata

y el valor de sus parámetros, los p-valores (p-values) deben ser calculados siguiendo un

procedimiento de remuestreo (bootstrap) (Genest et al., 2009). Una alternativa más eficien-

te es utilizar el procedimiento propuesto por Kojadinovic y Yan (2011), pero aún siguiendo

este procedimiento el cálculo de los p-valores es un proceso costoso computacionalmente
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(Brechmann, 2010).

Prueba de independencia

Una prueba de independencia puede considerarse como un caso particular de la prueba

de bondad de ajuste para cópulas descrita en la sección 1.1.3. En este caso, la hipótesis nula

es que la cópula desconocida C es la cópula independencia. Esta prueba de independencia

fue inicialmente sugerida por Deheuvels (1981) y posteriormente estudiada por Genest et al.

(2007); Genest y Rémillard (2004).

En el caso bivariado, se utiliza el estadígrafo definido en (1.10), sustituyendo C
θ̂
(u,v) por

CI(u,v). Los p-valores pueden ser calculados con el mismo procedimiento de remuestreo

utilizado para las pruebas de bondad de ajuste para cópulas. En este caso, el procedimiento

es más eficiente debido a que no es necesario estimar los parámetros de la cópula en cada

repetición.

Criterios AIC y BIC

En esta sección, se presentan dos métodos de selección de modelos que no se expresan

en términos de pruebas de hipótesis. Estos métodos son el criterio de información de Akaike

(AIC) y el criterio de información bayesiano (BIC).

Definición 3 (AIC) Dado un grupo de observaciones xi, i= 1, . . . ,n, el criterio de información

de Akaike para un modelo se define como

AIC =−2
n

∑
i=1

log f (xi; θ̂)+2k

donde f denota la función de verosimilitud del modelo y θ̂ el vector de los k parámetros

del modelo estimado mediante máxima verosimilitud. El primer término es una medida de la

bondad del ajuste y el segundo penaliza la complejidad del modelo en términos del número

de parámetros (Akaike, 1974).

BIC incluye el número de observaciones de la muestra como parte del término de penali-

zación, favoreciendo la selección de modelos con un menor número de parámetros (Scheps-

meier, 2010).
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Definición 4 (BIC) Dado un grupo de observaciones xi, i= 1, . . . ,n, el criterio de información

bayesiano para un modelo se define como

BIC =−2
n

∑
i=1

log f (xi; θ̂)+ log(n)k

donde f denota la función de verosimilitud del modelo y θ̂ el vector de los k parámetros del

modelo estimado mediante máxima verosimilitud (Schwarz, 1978).

Usualmente, estos criterios se emplean en la comparación de modelos anidados (Brech-

mann, 2010). La selección se realiza escogiendo el modelo para el cual se obtuvo el menor

valor del criterio utilizado.

1.2. Algoritmos con estimación de distribuciones continuos

En esta sección se describe el esquema del funcionamiento de los EDA y se realiza una

breve revisión de los algoritmos con dominio continuo propuestos en la literatura. Además,

se explican detalladamente los algoritmos UMDA y GCEDA.

1.2.1. Esquema del funcionamiento de los EDA

Un EDA comienza con la generación de un grupo de soluciones de manera aleatoria.

Estas soluciones constituyen la población inicial. Cada individuo de esta población se evalúa

de acuerdo a la función objetivo y posteriormente se selecciona un grupo de estos indivi-

duos para formar la población seleccionada. Generalmente, este grupo de individuos son

los mejores con respecto a la función objetivo del problema de optimización. El siguiente

paso consiste en la estimación de un modelo probabilístico de la población seleccionada.

Mediante la simulación del modelo estimado se crea una nueva población. De esta manera,

se ejecuta un procedimiento iterativo de evaluación, selección, estimación y simulación de un

modelo probabilístico hasta cumplir alguna condición de parada. El procedimiento descrito

anteriormente se muestra en el algoritmo 1.1.

La estimación y la simulación del modelo probabilístico son los pasos esenciales en los

EDA. De acuerdo al modelo probabilístico utilizado, es posible modelar diferentes estructuras

de dependencia e interacciones entre las variables de la función objetivo. Aunque la idea
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Algoritmo 1.1 Esquema del funcionamiento de los EDA.
Inicialización: Generar los individuos de la población inicial aleatoriamente.

Evaluación: Evaluar los individuos de la población de acuerdo a la función objetivo.

Selección: Crear la población seleccionada con los mejores individuos de la población.

Estimación: Estimar un modelo probabilístico a partir de la población seleccionada.

Simulación: Simular una nueva población a partir del modelo estimado.

Terminación: Si la condición de parada no se satisface, ir al paso Evaluación.

esencial de los EDA es la estimación y simulación de distribuciones, existen diferencias

fundamentales si el dominio es continuo o discreto. En esta tesis se tratan problemas con

dominio continuo o real.

1.2.2. Breve revisión de los EDA continuos

Los modelos probabilísticos basados en la distribución normal multivariada y descompo-

siciones de la misma han dominado el modelado de las distribuciones de búsqueda de los

EDA para espacios continuos (Bosman y Thierens, 2006; Kern et al., 2003). Algunas excep-

ciones a esta situación son: la subdivisión del espacio de búsqueda utilizando árboles de

decisión (Ocenasek y Schwarz, 2002), la aplicación de análisis de componentes principales

(Cho y Zhang, 2001, 2004), el uso de la distribución de Cauchy (Pǒsík, 2009), el modelado

probabilístico basado en histogramas (Tsutsui et al., 2001) y el modelado con cópulas (So-

to et al., 2007; Arderí, 2007). Por su relevancia para la tesis, a continuación se describen

algunos EDA basados en la distribución normal y en cópulas.

EDA basados en la distribución normal

El algoritmo más simple basado en la distribución normal asume la independencia entre

las variables, lo cual corresponde a descomponer la densidad conjunta en el producto de

densidades univariadas con distribución normal. El Algoritmo con Distribución Marginal Uni-

variada con dominio continuo (UMDA, Univariate Marginal Distribution Algorithm) presentado

por Larrañaga et al. (2000) se basa en este modelo.

Otros EDA basados en la distribución normal consideran correlaciones entre las varia-

bles y modelan la distribución de búsqueda utilizando una distribución normal multivariada o
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una descomposición de la misma en probabilidades condicionales. El algoritmo EMNA (La-

rrañaga et al., 2001) utiliza como modelo probabilístico una distribución normal multivariada.

En cada generación de este algoritmo se calculan los estimadores de máxima verosimilitud

para el vector de medias y la matriz de covarianza. Ochoa (2010) introduce el algoritmo SE-

DAmn, que utiliza estimadores de la covarianza regularizados por encogimiento en lugar de

los de máxima verosimilitud.

Con el objetivo de reducir el número de parámetros requeridos para definir la distribución

conjunta, en (Larrañaga et al., 2000) se propone utilizar una red Gaussiana que descompone

la distribución conjunta en probabilidades condicionales. Este modelo representa las relacio-

nes de dependencia entre las variables mediante un grafo dirigido acíclico. En esta misma

línea, otro algoritmo que construye redes Gaussianas, pero esta vez basado en pruebas de

independencia es CMMHC (Madera, 2009).

Cuando la estructura de dependencia de los datos es compleja, resulta difícil para la

red Gaussiana capturar las correlaciones. Como una alternativa para solucionar esta situa-

ción, se han aplicado mezclas de distribuciones. Bosman y Thierens (2001); Gallagher et al.

(1999) proponen mezclas de distribuciones normales multivariadas. Como un caso extremo

de mezcla de distribuciones, Bosman y Thierens (2000) utilizan núcleos Gaussianos donde

existe una función de densidad para cada individuo de la población seleccionada. Los nú-

cleos Gaussianos tienen propiedades interesantes pero es difícil interpretar la estructura de

dependencia descrita por el modelo (Bosman y Thierens, 2006).

En la distribución normal multivariada, todos los marginales son normales y la estructura

de dependencia entre las variables aleatorias está dada por el coeficiente de correlación de

Pearson. En muchos problemas asumir que los datos siguen una distribución normal no es

consistente con la evidencia empírica y puede conllevar a la construcción de distribuciones

de búsqueda incorrectas. Aunque en ocasiones los términos dependencia y correlación se

utilizan indistintamente, la correlación es un tipo particular de dependencia que caracteriza

la existencia de una dependencia lineal. Debido a esta situación, los EDA basados en la dis-

tribución normal multivariada presentan limitaciones para capturar dependencias no lineales

entre las variables.

El uso de un enfoque basado en cópulas para modelar las distribuciones de búsqueda de

los EDA ofrece una alternativa para evadir las limitaciones anteriores. Las cópulas permiten

representar separadamente las propiedades estadísticas de las variables y su estructura de

dependencia. De esta manera, es posible construir distribuciones de búsqueda con diferen-
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tes tipos de distribuciones marginales. Esta propiedad es útil para modelar características

de las distribuciones marginales que no son representadas apropiadamente utilizando una

distribución normal, como son: la multimodalidad y la asimetría de la muestra de cada va-

riable en la población inicial con respecto al valor de cada variable en la configuración del

óptimo (Arderí, 2007). En la siguiente sección se describen de manera general algunos EDA

basados en cópulas propuestos en la literatura.

Algoritmos basados en cópulas

El uso de cópulas en los EDA comienza con la introducción en (Arderí, 2007; Soto

et al., 2007) del Algoritmo con Estimación de Distribuciones basado en Cópula Gaussiana

(GCEDA, Gaussian Copula Estimation of Distribution Algorithm). En GCEDA los marginales

pueden ser de diferentes distribuciones, mientras la estructura de dependencia se describe

por la cópula normal multivariada. En la sección 1.2.3 se describe este algoritmo detallada-

mente.

Barba (2007) introduce un algoritmo llamado COPULEDA que modela la distribución de

búsqueda utilizando una cópula normal multivariada, por lo que este algoritmo es equivalente

a GCEDA. Las distribuciones marginales se modelan utilizando la distribución empírica.

Salinas-Gutiérrez et al. (2009) presentan una extensión del algoritmo MIMIC con dominio

continuo (Larrañaga et al., 1999) que utiliza cópulas normal o Frank. Al ser una extensión

de MIMIC, la estructura de dependencia aprendida es una cadena. Para determinar la es-

tructura de la cadena, se encuentra la permutación de las variables que minimice la entropía

relativa entre la función de densidad empírica y la aproximación basada en cópulas. En esta

propuesta no se brinda un criterio para la selección de la cópula, sino que debe ser fijada

antes de la ejecución del algoritmo y no se brinda la posibilidad de combinar cópulas de

diferentes familias. Las distribuciones marginales se modelan con distribuciones normal o

Beta. En el caso de la distribución Beta, se aplica una transformación lineal para extender

los valores fuera del intervalo [0,1].
Wang et al. han propuesto varios algoritmos basados en cópulas. En (Wang et al., 2009)

se presenta un algoritmo que modela la estructura de dependencia utilizando una cópula

normal bivariada y las distribuciones marginales con la distribución normal. Este algoritmo

solamente puede optimizar funciones de dos variables. En (Wang et al., 2010a,b) se pre-

senta un algoritmo que modela la estructura de dependencia utilizando una cópula Clayton

multivariada. En el primero los marginales se modelan con la distribución empírica, mientras
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que en el segundo con la distribución normal. El parámetro de la cópula Clayton no se esti-

ma, sino que toma un valor constante. Ello es equivalente a asumir la misma estructura de

dependencia durante toda la evolución. Como trabajo futuro los autores plantean el estudio

de la selección del valor del parámetro de la cópula.

Cuesta-Infante et al. (2010) introducen dos EDA basados en cópulas. El primero de ellos

utiliza cópulas empíricas bivariadas y marginales empíricos, ambos suavizados mediante in-

terpolación lineal. Las cópulas empíricas bivariadas se combinan utilizando una construcción

en forma de cadena. Esta construcción no resulta en una cópula de dimensiones superiores

ni en una distribución de probabilidad de la población seleccionada. El segundo algoritmo

modela la estructura de dependencia utilizando una de las cópulas arquimedianas: Frank,

HRT o Clayton. La cópula y el parámetro de la misma se fijan antes de la ejecución del algo-

ritmo. Se realiza una comparación entre estos algoritmos en un amplio grupo de funciones

de prueba.

1.2.3. UMDA y GCEDA

En esta sección se describen más detalladamente dos EDA presentados en la sec-

ción 1.2.2 que son relevantes a los objetivos de la tesis, debido a que están basados en

cópulas y se utilizan para comparar los algoritmos propuestos en este trabajo.

Una consecuencia del teorema de Sklar es que un grupo de variables aleatorias son

independientes si la estructura de dependencia entre ellas está dada por la cópula indepen-

dencia multivariada (sección 1.1.2). El algoritmo UMDA está directamente relacionado con

esta cópula debido a que asume la independencia entre las variables.

Otra cópula importante es la normal multivariada (sección 1.1.2) que está asociada a

la distribución normal multivariada mediante el teorema de Sklar. Esta cópula permite re-

presentar una estructura de dependencia normal y utilizar diferentes tipos de distribuciones

marginales. El algoritmo GCEDA se basa en esta cópula.

El cálculo de la matriz de correlación en el paso de estimación de GCEDA es diferente de

acuerdo a las distribuciones marginales utilizadas. Si se modelan los marginales utilizando la

distribución normal, se puede calcular la matriz de correlación directamente de la población

seleccionada, ya que el modelo resultante corresponde a la distribución normal multivariada.

Si se utilizan otras distribuciones marginales, la matriz de correlación se construye a partir de

la inversión del coeficiente tau de Kendall (sección 1.1.2) para cada par de variables. Si esta

construcción no resulta en una matriz definida positiva, se aplica la corrección propuesta por
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Rousseeuw y Molenberghs (1993).

La generación de un nuevo individuo de dimensión n durante la simulación del algoritmo

GCEDA se divide en dos partes: la simulación de un vector (u1, . . . ,un) a partir de la normal

multivariada mediante el algoritmo 1.2 y la obtención de cada componente xi del nuevo

individuo a partir de la componente ui utilizando el método de inversión (Devroye, 1986).

Algoritmo 1.2 Simulación de la cópula normal multivariada.

1. Encontrar la descomposición de Cholesky A de la matriz de correlación empírica R̂.

2. Simular n variables independientes con distribución normal estándar, resultando z =
(z1, . . . ,zn).

3. Asignar x =Az.

4. Determinar ui = Φ(xi) con i = 1, . . . ,n y Φ la función de distribución normal estándar.

5. El vector (u1, . . . ,un) es una simulación de la cópula normal multivariada con matriz de
correlación empírica R̂.

Como se ha mencionado anteriormente, una ventaja fundamental de estos algoritmos

basados en cópulas es la posibilidad de tratar con diferentes distribuciones marginales. Es-

ta propiedad se utiliza en el capítulo 4 para satisfacer las restricciones de dominio de las

variables del problema.

1.3. Conclusiones del capítulo

Aunque la cópula normal multivariada supera algunas restricciones de la distribución

normal multivariada, el enfoque basado en cópulas multivariadas tiene algunas desventajas:

existe un número reducido de cópulas con extensiones multivariadas; además, generalmente

poseen un único parámetro para describir las interacciones entre todos los pares de varia-

bles. De aquí la necesidad de buscar otras alternativas que permitan crear EDA capaces de

modelar diferentes tipos de dependencias y combinarlas adecuadamente.



Capítulo 2

VEDA — Algoritmos con estimación de

distribuciones basados en vines

Este capítulo presenta la principal propuesta de la tesis. El objetivo fundamental es crear

dos algoritmos basados en vines: CVEDA utilizando C-vines y DVEDA con D-vines.

2.1. De las cópulas multivariadas a los vines

Las cópulas permiten construir distribuciones de búsqueda más flexibles que evaden las

limitaciones impuestas por la distribución normal multivariada, debido a la posibilidad que

brindan de separar las distribuciones multivariadas en la información marginal y la estructura

de dependencia (sección 1.2.3).

No obstante, el enfoque basado en cópulas multivariadas presenta algunos inconvenien-

tes. Primeramente, el número de cópulas disponibles para modelar la estructura de depen-

dencia entre más de dos variables es limitado. De hecho, la mayoría de las cópulas para-

métricas disponibles son bivariadas. Además, el enfoque basado en una cópula multivariada

puede no resultar apropiado cuando los pares de variables presentan estructuras de de-

pendencia diferentes. Finalmente, en muchos casos en que sí se cuenta con una extensión

multivariada de la cópula, se utiliza un solo parámetro para describir la estructura de de-

pendencia entre todos los pares de variables, lo cual es una limitación importante si las

relaciones entre los pares de variables son diferentes.

Las construcciones con cópula bivariadas y los vines constituyen una alternativa al en-

foque basado en una cópula multivariada. Estos modelos permiten extender las cópulas
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bivariadas a dimensiones superiores, utilizando solamente cópulas bivariadas y densidades

univariadas como bloques constructivos. El creciente interés en estos modelos se debe a

la gran flexibilidad que brindan para modelar una amplia variedad de dependencias combi-

nando cópulas bivariadas de familias diferentes. Cuando se modela la estructura de depen-

dencias utilizando vines, no es necesario asumir una estructura de dependencia entre las

variables, ya que los procedimientos de estimación pueden seleccionar las cópulas bivaria-

das que ajusten los datos apropiadamente.

2.1.1. Construcciones con cópulas bivariadas

La definición de cópulas multivariadas generalmente se reconoce como un problema difí-

cil. Existen muchas cópulas bivariadas, pero el número de cópulas multivariadas es limitado

(Aas et al., 2009). Las construcciones con cópulas bivariadas son una forma flexible de ex-

tender las cópulas bivariadas a dimensiones superiores. Este método ha mostrado un buen

comportamiento en comparación con otros métodos para el modelado de dependencias

multivariadas (Berg y Aas, 2007).

El desarrollo de estas construcciones se basa en la descomposición de la densidad multi-

variada de un vector aleatorio continuo X = (X1, . . . ,Xn) en el producto de densidades con-

dicionales, siguiendo la regla de la cadena

f (x1, . . . ,xn) = f (xn) f (xn−1 | xn) f (xn−2 | xn−1,xn) · · · f (x1 | x2, . . . ,xn). (2.1)

Utilizando la definición de densidad condicional y la expresión de la densidad multivariada

que se obtiene derivando (1.2), cada factor en (2.1) puede descomponerse en el producto

de una cópula bivariada y una densidad condicional de la forma

f (x | v) = cxv j|v− j

(
F
(
x | v− j

)
,F
(
v j | v− j

))
f
(
x | v− j

)
, (2.2)

donde v es un vector con m elementos, v j es una componente del vector v seleccionada arbi-

trariamente y v− j denota el vector con m−1 elementos resultante de excluir v j de v. Nótese

que se asume que la cópula bivariada es independiente de las variables en el condicionante

de sus argumentos. Hobæk Haff et al. (2010) muestran que esta simplificación es una buena

aproximación de la descomposición correcta.

Combinando (2.1) y (2.2), se obtienen descomposiciones de la densidad multivariada en

términos de densidades marginales univariadas y cópulas bivariadas que pueden pertenecer
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a diferentes familias. Estas descomposiciones se denominan construcciones con cópulas

bivariadas (Aas et al., 2009).

Los argumentos de la cópula bivariada en (2.2) son distribuciones condicionales de la

forma F(x | v). Estas expresiones se calculan utilizando

F (x | v) =
∂Cxv j|v− j

(
F
(
x | v− j

)
,F
(
v j | v− j

))
∂F
(
v j | v− j

) ,

donde Cxv j|v− j es la función de distribución de una cópula bivariada (Joe, 1996). Para facilitar

el cálculo de F (x | v), se denota por h(x,v;θ) la expresión anterior con una sola variable

condicionante y distribuciones marginales uniformes

h(x,v,θ) = F(x | v) = ∂Cxv (x,v;θ)

∂v
,

donde θ denota el vector de los parámetros de la cópula Cxv. Siguiendo esta notación, es

posible expresar las distribuciones condicionales de cualquier orden como evaluaciones de

funciones h anidadas. Además, se denota por h−1(u,v;θ) la inversa de la función h con

respecto a la primera variable x, o equivalentemente, la inversa de la función de distribución

condicional. En el apéndice B se incluye la definición de las funciones h y h−1 de las cópulas

bivariadas descritas en la sección 1.1.2.

Como la componente v j del vector v en (2.2) se puede seleccionar arbitrariamente, para

una misma densidad multivariada existen varias construcciones con cópulas bivariadas. En

la siguiente sección se presenta un modelo gráfico que organiza estas construcciones.

2.1.2. Vines

Con el objetivo de organizar las construcciones con cópulas bivariadas, Bedford y Cooke

(2001, 2002) introducen un modelo gráfico llamado vine regular. Este modelo gráfico es un

caso particular de un modelo más general presentado por Cooke (1997).

De acuerdo a Kurowicka y Cooke (2006), un vine regular es un conjunto de árboles

anidados, donde las aristas del árbol j son los nodos del árbol j+1 y dos aristas en el árbol

j están unidas por una arista en el árbol j+1 si comparten un nodo en el árbol j. Las aristas

representan las cópulas bivariadas en la descomposición.

Dos casos particulares de los vines regulares son el C-vine y el D-vine, descritos en la

siguiente definición (Kurowicka y Cooke, 2006).
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Definición 5 (C-vine y D-vine) Un vine regular en n variables se denomina

• C-vine, si cada árbol Tj tiene un único nodo con grado n− j. El nodo con grado n−1
en el árbol T1 se denomina raíz.

• D-vine, si cada nodo en el árbol T1 tiene a lo sumo grado 2.

La figura 2.1 muestra ejemplos de un C-vine y un D-vine con cuatro variables. Cada uno

de estos modelos brinda una forma específica de descomponer la densidad multivariada uti-

lizando construcciones con cópulas bivariadas. Para un vector x con n variables, la densidad

de un C-vine está dada por

f (x) =
n

∏
k=1

f (xk)
n−1

∏
j=1

n− j

∏
i=1

c j, j+i|i,..., j−1
(
F
(
x j|x1, . . . ,x j−1

)
,F
(
x j+i|x1, . . . ,x j−1

))
y la densidad de un D-vine por

f (x) =
n

∏
k=1

f (xk)
n−1

∏
j=1

n− j

∏
i=1

ci,i+ j|i+1,...,i+ j−1
(
F
(
xi|xi+1, . . . ,xi+ j−1

)
,F
(
xi+ j|xi+1, . . . ,xi+ j−1

))
,

donde el índice j identifica los árboles e i las aristas de cada árbol.
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Figura 2.1: Un C-vine (a) y un D-vine (b) con cuatro variables. En un C-vine, cada árbol tiene

un único nodo conectado al resto. En un D-vine, ningún nodo está conectado a más de dos.

2.2. EDA basados en vines

Los Algoritmos con Estimación de Distribuciones basados en Vines (VEDA, Vine Esti-

mation of Distribution Algorithms) son una clase de EDA que utiliza los vines como modelos
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de las distribuciones de búsqueda. CVEDA y DVEDA son instancias de VEDA basados en

C-vines y D-vines, respectivamente (Soto y González-Fernández, 2010). A continuación se

describen los pasos de estimación y simulación de estos dos algoritmos.

2.2.1. Estimación

Los métodos de construcción de C-vines y D-vines han sido desarrollados por Aas et al.

(2009). La estimación de C-vines y D-vines debe considerar dos tareas fundamentales: 1)

selección de la estructura de los C-vines y D-vines y 2) selección de cada cópula bivariada

en la descomposición y estimación de sus parámetros. A continuación se describen estos

pasos de acuerdo a las implementaciones de los algoritmos CVEDA y DVEDA.

1. Selección de la estructura de los C-vines y D-vines.

Una vez que se ha decidido una estructura general (C-vine o D-vine), se debe selec-

cionar qué pares de variables serán modeladas explícitamente con cópulas. Un C-vine

resulta apropiado si una variable gobierna las interacciones entre las variables. Un

D-vine permite una selección más flexible de las dependencias.

Para determinar la estructura de los vines se utilizan heurísticas que intentan repre-

sentar las dependencias más fuertes en el primer árbol. La fuerza de las dependencias

representadas en el árbol se mide como la suma de un peso asignado a cada arista.

Este peso es el valor absoluto del coeficiente tau de Kendall (sección 1.1.1) entre el

par de variables en la población seleccionada.

• La selección de la estructura de un C-vine se realiza mediante la elección del

nodo raíz. Este nodo se determina de manera iterativa, considerando cada uno

de los nodos como nodo raíz y calculando la fuerza de las dependencias repre-

sentadas en el árbol. El nodo raíz será el que maximice la suma de los pesos de

las aristas del árbol resultante.

• En un D-vine la estructura está completamente determinada por la cadena for-

mada por el primer árbol. El método de selección de la estructura consiste en

encontrar la secuencia de variables más larga (en términos de los pesos de las

aristas) en la cual cada variable aparece solamente una vez. De acuerdo a Bre-

chmann (2010), este problema puede transformarse en el problema del viajante

añadiendo un nodo ficticio conectado con aristas con peso cero al resto de los
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nodos. En este trabajo, se construye una solución aproximada del problema del

viajante siguiendo la heurística de la inserción menos costosa descrita en (Ro-

senkrantz et al., 1977).

Es importante destacar que la flexibilidad que permiten los vines para modelar de-

pendencias viene con un costo asociado. Ello implica que para una distribución con n

variables, hay que construir n− 1 árboles y ajustar cópulas en n(n− 1)/2 aristas. En

el contexto de los EDA, donde en cada generación se debe construir un vine, es muy

importante implementar estrategias que permitan disminuir el costo computacional de

la construcción del mismo.

Una primera estrategia es construir el vine parcialmente hasta un árbol determinado

de manera arbitraria. Esta opción tiene la desventaja de que no se está teniendo en

cuenta información que puede ser decisiva para que el algoritmo converja en proble-

mas con fuertes interacciones entre las variables.

Brechmann (2010) propone la técnica de truncamiento con el fin de construir el vine

de manera parcial pero no de manera arbitraria, sino mediante un procedimiento de

selección de modelos basado en AIC o BIC (sección 1.1.3). La idea general de esta

técnica es la siguiente: el árbol j+1 se expande si el valor del criterio de información

para el vine con los primeros j + 1 árboles es menor que el valor obtenido para el

vine con los primeros j árboles; en otro caso, el vine es truncado en el árbol j, lo

cual significa asignar la cópula independencia a las aristas del árbol j+1 y todos los

árboles siguientes.

2. Selección de cada cópula bivariada en la descomposición y estimación de sus pará-

metros mediante el siguiente procedimiento iterativo:

a) Determinar las cópulas en el árbol 1 a partir de la muestra.

b) Obtener las observaciones del árbol 2 mediante la evaluación de las distribucio-

nes condicionales utilizando las funciones h de las cópulas en el árbol 1.

c) Determinar las cópulas en el árbol 2 a partir de las observaciones obtenidas en

el paso b).

d) Repetir los pasos b) y c) para el resto de los árboles.
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En CVEDA y DVEDA, para determinar cada cópula bivariada se procede de la siguien-

te manera. Primeramente, se aplica una prueba de independencia. Se selecciona la

cópula independencia si no hay evidencia suficiente en contra de la hipótesis de inde-

pendencia a un nivel de significación dado. En otro caso, se estiman los parámetros de

las cópulas candidatas y se selecciona la cópula C
θ̂

que minimice la distancia entre C
θ̂

y la cópula empírica. Como medida de distancia se utiliza el estadígrafo Cramér-von

Mises SN definido en (1.10). La prueba de independencia utilizada se basa también en

el estadígrafo SN , sustituyendo C
θ̂

por CI en (1.10).

En este trabajo se utilizan las siguientes cópulas bivariadas: normal, t, Clayton, Clay-

ton rotada, Gumbel y Gumbel rotada. Estas cópulas permiten modelar un amplio rango

de estructuras de dependencia en las colas de las distribuciones: las cópulas Clayton

y Clayton rotada permiten modelar dependencias fuertes en la cola inferior pero no

en la superior; las cópulas Gumbel y Gumbel rotada permiten modelar dependencias

fuertes en la cola superior pero no en la inferior; la cópula t permite modelar depen-

dencias fuertes en ambas colas, mientras que la cópula normal en ninguna de las dos

(sección 1.1.2 y apéndice A).

Los parámetros de las cópulas normal, Clayton, Clayton rotada, Gumbel y Gumbel

rotada se estiman utilizando la inversión del coeficiente tau de Kendall (sección 1.1.2).

En el caso de la cópula t, se sigue el procedimiento sugerido por Demarta y McNeil

(2005), donde el coeficiente de correlación ρ se estima como en la cópula normal, y

los grados de libertad ν se estiman mediante máxima verosimilitud (sección 1.1.2) con

ρ constante. Para ν se considera un límite superior de 30, debido a que para este valor

la cópula t se hace indistinguible de la cópula normal (Fantazzini, 2010).

2.2.2. Simulación

La simulación en los algoritmos CVEDA y DVEDA se divide en dos partes: la simulación

de una muestra de variables uniformes con la estructura de dependencia representada por

el vine y la transformación de esta muestra para obtener la nueva población.

La simulación de un C-vine o un D-vine con n variables comienza con la generación

de igual número de observaciones uniformes independientes wi ∈ (0,1). A partir de estas

observaciones, se obtienen u1,u2, . . . ,un con la estructura de dependencia representada por
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el vine de acuerdo a

u1 = w1,

u2 = F−1
2|1 (w2|u1),

...

un = F−1
n|1,2,...,n−1(wn|u1, . . . ,un−1).

El cálculo de la inversa de las distribuciones condicionales se realiza, de manera recursi-

va, utilizando las definiciones de las funciones h y h−1 (sección 1.1.2 y apéndice B). En cada

paso, el número de variables en el condicionante decrece en uno.

Los individuos de la nueva población se obtienen a partir de la muestra de variables

uniformes, u1,u2, . . . ,un, utilizando el método de inversión (Devroye, 1986).

2.3. Conclusiones del capítulo

Los vines son modelos que permiten representar diferentes tipos de dependencias y

combinarlas adecuadamente. Estas características ofrecen nuevas vías para tratar con dife-

rentes fuentes de complejidad que surgen en la optimización. Consecuentemente, los EDA

basados en vines son más flexibles que sus predecesores basados en cópulas multivariadas

ya que utilizan modelos capaces de describir una amplia variedad de patrones de dependen-

cia.



Capítulo 3

Estudio empírico de CVEDA y DVEDA

En este capítulo se investiga empíricamente el comportamiento de los algoritmos CVEDA

y DVEDA en un grupo de problemas de prueba con características conocidas. Los objetivos

principales del capítulo son 1) evaluar el impacto de utilizar en los modelos diferentes tipos

de cópulas y 2) valorar el efecto de aplicar diferentes estrategias de construcción de los

vines: la construcción parcial o total y la selección de la estructura de los C-vines y D-vines

de manera arbitraria o de acuerdo a la fuerza de las interacciones entre las variables.

3.1. Implementación de los algoritmos

Durante el desarrollo de la tesis se crearon dos paquetes para el ambiente estadístico R

(R Development Core Team, 2010): copulaedas (González-Fernández y Soto, 2011a), que

contiene implementaciones de EDA basados en cópulas, y vines (González-Fernández y

Soto, 2011b), que provee funcionalidades relacionadas con el modelado de dependencias

multivariadas utilizando vines. La investigación empírica llevada a cabo en esta tesis se

realiza utilizando estos paquetes.

El paquete vines contiene definiciones de clases tipo S4 (Chambers, 2008) para vines

(C-vines y D-vines) y métodos para la estimación, pruebas de bondad de ajuste, evalua-

ción de la densidad, evaluación de la función de distribución y simulación de estos mode-

los. Este paquete depende de los paquetes: copula (Kojadinovic y Yan, 2010; Yan, 2007),

ADGofTest (Gil, 2009), cubature (Johnson y Narasimhan, 2009) y TSP (Hahsler y Hornik,

2007).

El paquete copulaedas contiene implementaciones de varias clases de EDA basados
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en la teoría de cópulas. En este paquete los EDA se implementan utilizando clases tipo S4

con funciones genéricas para los pasos del algoritmo: inicialización, selección, estimación,

simulación, remplazo de la población, optimización local, terminación y reporte de progreso.

El paquete también incluye la definición de un grupo de problemas de prueba y funciones de

utilidad para estudiar el comportamiento de los EDA. Este paquete depende de los paquetes:

copula (Kojadinovic y Yan, 2010; Yan, 2007) y vines (González-Fernández y Soto, 2011b).

3.2. Diseño experimental

Las funciones Sphere, Griewank, Ackley y Summation Cancellation, estudiadas en (Ar-

derí, 2007; Bengoetxea et al., 2002), se consideran como problemas de prueba en 10

dimensiones. A continuación se muestra la definición de estas funciones para un vector

x = (x1, . . . ,xn).

fSphere(x) =
n

∑
i=1

x2
i

fGriewank(x) = 1+
n

∑
i=1

x2
i

4000
−

n

∏
i=1

cos
(

xi√
i

)

fAckley(x) =−20exp

(
−0.2

√
1
n

n

∑
i=1

x2

)
− exp

(
1
n

n

∑
i=1

cos(2πxi)

)
+20+ exp(1)

fSummation Cancellation(x) =
1

10−5 +∑
n
i=1 |yi|

, y1 = x1, yi = yi−1 + xi

Sphere, Griewank y Ackley son problemas de minimización, mientras que Summation

Cancellation es un problema de maximización. Sphere, Griewank y Ackley alcanzan su ópti-

mo global en x = (0, . . . ,0) con evaluación cero. Summation Cancellation alcanza su óptimo

global en x = (0, . . . ,0) con evaluación 105.

Este grupo de funciones presenta características diferentes en cuanto a la modalidad

y las interacciones entre las variables. Sphere es una función unimodal que no presenta
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dependencias entre las variables. Griewank y Ackley son funciones con muchos óptimos

locales. Summation Cancellation presenta fuertes interacciones lineales multivariadas y el

óptimo global se encuentra ubicado en un pico muy estrecho. Estas características se ilus-

tran en la figura 3.1.
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Figura 3.1: Gráficos de las funciones Sphere (a), Griewank (b), Ackley (c) y Summation

Cancellation (d) en dos dimensiones.

CVEDA y DVEDA utilizan un nivel de significación al 10% en la prueba de independencia

para la selección de las cópulas bivariadas en el vine. Si se rechaza la hipótesis nula de in-

dependencia, se selecciona entre las cópulas candidatas normal, t, Clayton, Clayton rotada,

Gumbel y Gumbel rotada.

Todos los algoritmos modelan las distribuciones marginales con la distribución normal.

La condición de parada es alcanzar el óptimo global de la función objetivo, con una precisión

menor que 10−6 o realizar un máximo de 500000 evaluaciones de la función objetivo. Los

valores de las variables en la población inicial se generan en los intervalos [−600,600] para
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Sphere y Griewank, [−30,30] para Ackley y [−0.16,0.16] para Summation Cancellation.

Los tamaños de población reportados en las tablas de las siguientes secciones corres-

ponden al tamaño de población crítico: el tamaño de población mínimo requerido por el

algoritmo para encontrar el óptimo global de la función objetivo en 30 de 30 ejecuciones

independientes o un máximo de 2000 individuos si el algoritmo falló para poblaciones más

pequeñas. El tamaño de población crítico se determina empíricamente utilizando el procedi-

miento de búsqueda dicotómica propuesto por Pelikan (2005). El número de evaluaciones de

la función objetivo y la mejor evaluación de la misma corresponden al promedio y la desvia-

ción estándar de los resultados obtenidos en las 30 ejecuciones con el tamaño de población

crítico.

3.3. Resultados y discusión

En esta sección se presentan los resultados obtenidos por CVEDA y DVEDA en las

funciones de prueba y se discute sobre el comportamiento de los mismos.

3.3.1. Uso de diferentes tipos de cópulas

El objetivo de los experimentos presentados en esta sección es estudiar el efecto de

utilizar diferentes tipos de cópulas en los vines en los algoritmos CVEDA y DVEDA.

Los resultados experimentales obtenidos con los algoritmos UMDA, CVEDA, DVEDA y

GCEDA en las funciones Sphere, Griewank, Ackley y Summation Cancellation se muestran

en las tablas 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4, respectivamente. Los algoritmos CVEDA y DVEDA estiman

los vines completamente (9 árboles) y utilizan las heurísticas para la selección de la estruc-

tura de los C-vines y D-vines que representan las dependencias más fuertes en el primer

árbol (sección 2.2.1). Los resultados obtenidos se describen a continuación.

En los problemas donde el algoritmo UMDA exhibe un buen comportamiento, la intro-

ducción de dependencias por los algoritmos CVEDA, DVEDA y GCEDA puede resultar

en un deterioro del comportamiento de estos últimos. Las funciones Sphere, Griewank

y Ackley son problemas que pueden ser optimizados por el algoritmo UMDA. En estas fun-

ciones con débiles interacciones entre las variables, la información de los marginales parece

ser suficiente para guiar la búsqueda hacia el óptimo global de la función. Los algoritmos
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Tabla 3.1: Resultados de los algoritmos en la función Sphere.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

UMDA 86 30/30 3996.1±89.5 6.9E−07±1.9E−07
CVEDA 9, greedy 188 30/30 8033.8±170.5 6.8E−07±2.1E−07
DVEDA 9, greedy 207 30/30 8818.2±192.9 7.0E−07±1.8E−07
GCEDA 325 30/30 13769.1±248.5 6.6E−07±1.6E−07

Tabla 3.2: Resultados de los algoritmos en la función Griewank.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

UMDA 113 30/30 5179.1±210.0 7.2E−07±1.7E−07
CVEDA 9, greedy 213 30/30 9151.9±452.6 6.5E−07±1.8E−07
DVEDA 9, greedy 225 30/30 9630.0±309.2 6.9E−07±1.5E−07
GCEDA 304 30/30 12798.4±351.1 6.6E−07±1.7E−07

CVEDA, DVEDA y GCEDA tienen que estimar los parámetros de las cópulas, además de

los parámetros de las distribuciones marginales. Por esta razón, estos algoritmos requieren

poblaciones de mayor tamaño para estimar de manera fiable los parámetros de sus modelos

y esto se refleja en la realización de un mayor número de evaluaciones de la función objetivo.

Los algoritmos CVEDA y DVEDA pueden comportarse de manera robusta tanto en

problemas con débiles o con fuertes interacciones entre las variables. El algoritmo

UMDA asume la independencia entre las variables. Por su parte, GCEDA asume una estruc-

tura de dependencia normal. Sin embargo, los algoritmos CVEDA y DVEDA no necesitan

asumir una estructura de dependencia entre las variables. Los procedimientos de estima-

ción de estos algoritmos asignan la cópula independencia si no existe evidencia suficiente

de dependencia entre las variables y en otro caso, se selecciona entre el grupo de cópulas

candidatas, la cópula que ajuste los datos apropiadamente.

En los problemas fáciles para el algoritmo UMDA (Sphere, Griewank y Ackley) el al-

goritmo CVEDA tiende a comportarse mejor que DVEDA. Esta observación está rela-
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Tabla 3.3: Resultados de los algoritmos en la función Ackley.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

UMDA 88 30/30 5426.6±127.2 8.2E−07±1.0E−07
CVEDA 9, greedy 213 30/30 11984.8±184.9 7.9E−07±1.5E−07
DVEDA 9, greedy 213 30/30 11920.9±197.6 7.9E−07±1.3E−07
GCEDA 325 30/30 18178.3±207.8 8.0E−07±1.5E−07

Tabla 3.4: Resultados de los algoritmos en la función Summation Cancellation.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

UMDA 2000 0/30 500000.0±0.0 6.9E+02±5.0E+02
CVEDA 9, greedy 625 30/30 84958.3±786.0 1.0E+05±1.1E−07
CVEDA N, 9, greedy 319 30/30 43373.3±539.5 1.0E+05±1.3E−07
DVEDA 9, greedy 1400 30/30 161840.0±1352.5 1.0E+05±9.3E−08
DVEDA N, 9, greedy 488 30/30 58494.9±457.3 1.0E+05±1.3E−07
GCEDA 325 30/30 38848.3±327.6 1.0E+05±1.2E−07

cionada con el primer resultado. El modelo utilizado por DVEDA permite seleccionar más

libremente las dependencias bivariadas representadas explícitamente, mientras que el mo-

delo utilizado por CVEDA tiene una estructura más restrictiva. Estas características posi-

bilitan que DVEDA encuentre relaciones de dependencia que CVEDA no puede encontrar,

por lo que los modelos estimados por DVEDA tendrán un mayor número de cópulas que re-

presentan dependencias. Para estimar correctamente los parámetros de estas cópulas, se

necesitan poblaciones de mayor tamaño y debido a esto DVEDA realiza un mayor número

de evaluaciones.

En la función Summation Cancellation, un problema difícil para UMDA, CVEDA se com-

porta mucho mejor que DVEDA. La información sobre las fuertes interacciones lineales

entre las variables de la función Summation Cancellation es esencial para encontrar el óp-

timo global. Esta situación se refleja en los malos resultados obtenidos por el algoritmo

UMDA. Por otra parte, el algoritmo CVEDA obtiene mejores resultados que DVEDA. La ra-
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zón de este comportamiento parece estar basada en que el modelo utilizado por CVEDA

resulta más apropiado, a pesar de ser más restrictivo para la selección de las dependencias

bivariadas modeladas explícitamente. La función Summation Cancellation alcanza su ópti-

mo global cuando la sumatoria en el denominador de la fracción en su definición toma valor

0. El i-ésimo término de esta sumatoria es el resultado de la suma de los valores de las i

primeras variables de la función, por lo que los valores de las primeras variables tienen una

mayor influencia en el valor de la sumatoria. Las poblaciones seleccionadas reflejan estas

características presentando asociaciones más fuertes entre cada una de las primeras va-

riables y las siguientes. Un C-vine permite representar apropiadamente esta estructura de

dependencia debido a que es posible encontrar una variable que gobierne las interacciones

de la muestra.

Considerar otras cópulas además de la normal en los algoritmos CVEDA y DVEDA

deteriora el comportamiento de los mismos en la función Summation Cancellation.

En los resultados mostrados en la tabla 3.4 resalta el mal comportamiento de los algoritmos

CVEDA y DVEDA que utilizan todas las cópulas candidatas (CVEDA 9, greedy y DVEDA 9, greedy)

comparado con el comportamiento de GCEDA. Las interacciones lineales entre las variables

de la función Summation Cancellation se corresponden con una estructura de dependencia

normal, por lo que el algoritmo GCEDA tiene muy buen comportamiento. El deterioro de los

algoritmos basados en vines parece causado por la selección de otras cópulas en lugar de

la normal. Berg (2009) y Brechmann (2010) han señalado deficiencias en las pruebas de

bondad de ajuste para cópulas cuando la dependencia entre las variables no es fuerte. Para

buscar evidencias empíricas a favor de esta hipótesis, se realizaron experimentos incluyendo

solamente la cópula normal como cópula candidata en los algoritmos CVEDA y DVEDA

(CVEDA N, 9, greedy y CVEDA N, 9, greedy). En este caso, el comportamiento de los algoritmos

basados en vines se acerca al comportamiento de GCEDA, especialmente CVEDA.

3.3.2. Construcción parcial o total de los vines

En los experimentos realizados en la sección anterior los algoritmos CVEDA y DVEDA

estiman en cada generación un vine con nueve árboles a partir de la población seleccionada.

En este caso, el procedimiento de estimación debe seleccionar 45 cópulas bivariadas, lo cual

implica realizar igual número de pruebas de independencia y, si se rechaza la hipótesis nula,

una prueba de bondad de ajuste por cada cópula candidata. Debido a esta situación, se
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hace necesario utilizar métodos que reduzcan el costo computacional de la estimación sin

sacrificar las propiedades de los modelos.

El objetivo de los experimentos presentados en esta sección es comparar varios mé-

todos para la construcción parcial de los vines que resultan en una reducción del costo

computacional del procedimiento de estimación. Los primeros dos métodos construyen el

vine parcialmente hasta tres o seis árboles (CVEDA 3, greedy, CVEDA 6, greedy, DVEDA 3, greedy y

DVEDA 6, greedy). Los métodos restantes determinan el número de árboles del vine basado

en los criterios de información AIC o BIC (CVEDA AIC, greedy, CVEDA BIC, greedy, DVEDA AIC, greedy

y DVEDA BIC, greedy). Los experimentos realizados con las funciones Sphere y Summation

Cancellation se muestran en las tablas 3.5 y 3.6. Los resultados obtenidos se describen a

continuación.

Tabla 3.5: Resultados de los algoritmos CVEDA y DVEDA con diferentes métodos para la

construcción parcial de los vines en la función Sphere.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

CVEDA 3, greedy 175 30/30 7536.6±151.9 6.5E−07±2.2E−07
CVEDA 6, greedy 191 30/30 8174.8±176.6 6.7E−07±1.9E−07
CVEDA AIC, greedy 163 30/30 7106.8±139.3 6.6E−07±2.0E−07
CVEDA BIC, greedy 113 30/30 5017.2±134.6 6.8E−07±1.6E−07
DVEDA 3, greedy 191 30/30 8149.3±161.2 6.5E−07±1.8E−07
DVEDA 6, greedy 207 30/30 8818.2±128.6 6.9E−07±1.8E−07
DVEDA AIC, greedy 163 30/30 6992.7±144.2 6.5E−07±1.9E−07
DVEDA BIC, greedy 138 30/30 6026.0±127.2 7.0E−07±2.2E−07

Los algoritmos CVEDA y DVEDA con la construcción de los vines hasta un número

arbitrario de árboles no son algoritmos robustos. La selección del número de árboles

en el vine es dependiente del problema. El uso de un menor número de árboles en la función

Sphere mejora el comportamiento de los algoritmos, mientras que en la función Summation

Cancellation lo deteriora. Esta situación hace que los algoritmos CVEDA y DVEDA que utili-

zan este método de construcción parcial del vine no puedan comportarse de manera robusta.

Por ejemplo, los algoritmos que construyen tres árboles tienen un buen comportamiento en

la función Sphere pero no encuentran el óptimo de la función Summation Cancellation.
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Tabla 3.6: Resultados de los algoritmos CVEDA y DVEDA con diferentes métodos para la

construcción parcial de los vines en la función Summation Cancellation.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

CVEDA 3, greedy 2000 0/30 500000.0±0.0 2.6E+03±3.4E+03
CVEDA 6, greedy 2000 0/30 500000.0±0.0 3.7E+04±3.2E+04
CVEDA AIC, greedy 650 30/30 90003.3±1262.8 1.0E+05±1.2E−07
CVEDA BIC, greedy 800 30/30 108506.6±1647.3 1.0E+05±9.8E−08
DVEDA 3, greedy 2000 0/30 500000.0±0.0 8.4E+04±2.5E+04
DVEDA 6, greedy 2000 10/30 412133.3±128711.1 9.9E+04±1.7E+02
DVEDA AIC, greedy 1300 30/30 152750.0±1404.1 1.0E+05±1.0E−07
DVEDA BIC, greedy 2000 26/30 285000.0±100221.0 9.9E+04±6.9E−03

Los métodos basados en los criterios de información muestran un mejor comporta-

miento que la construcción del vine hasta un número arbitrario de árboles. En ambas

funciones los algoritmos basados en criterios de información se comportan mejor que todos

los algoritmos que utilizan una selección arbitraria del número de árboles. Esto sucede así

incluso entre algoritmos que utilizan diferentes modelos.

Entre los métodos basados en los criterios de información, el método basado en

AIC muestra el mejor comportamiento. En la función Sphere los algoritmos que utili-

zan BIC tienen un mejor comportamiento que los que utilizan AIC. En la función Summa-

tion Cancellation se presenta la situación contraria, resaltando la incapacidad del algoritmo

DVEDA BIC, greedy para encontrar el óptimo de la función en las 30 ejecuciones. Ambas situa-

ciones se deben a que, debido a la diferencia en el término de penalización de los pará-

metros, el criterio de selección basado en BIC prefiere modelos con un menor número de

cópulas que la selección basada en AIC. Esta característica resulta una ventaja en la función

Sphere pero compromete la convergencia del algoritmo en la función Summation Cancella-

tion. Los algoritmos que utilizan AIC tienen un buen comportamiento en ambas funciones

y el uso de este criterio no compromete la convergencia del algoritmo. En la construcción

parcial utilizando AIC en la función Sphere el número de árboles de los vines nunca fue

mayor que tres y cuatro en CVEDA y DVEDA, respectivamente. En la función Summation

Cancellation los dos algoritmos llegaron a construir los nueve árboles.
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3.3.3. Selección de la estructura de los C-vines y D-vines

Los experimentos presentados en esta sección tienen como objetivo valorar el efecto

de la selección de la estructura de los C-vines y D-vines estimados en CVEDA y DVEDA,

respectivamente.

Los experimentos se realizan en las funciones Sphere y Summation Cancellation. En ca-

da caso se ejecuta el algoritmo CVEDA y DVEDA con construcción parcial del vine basada

en criterios de información que mostró el mejor comportamiento en los resultados de la sec-

ción anterior. La selección de la estructura se realiza de manera aleatoria (CVEDA BIC, random,

DVEDA BIC, random, CVEDA AIC, random y DVEDA AIC, random) o utilizando las heurísticas para repre-

sentar las dependencias más fuertes en el primer árbol (CVEDA BIC, greedy, DVEDA BIC, greedy,

CVEDA AIC, greedy y DVEDA AIC, greedy). Los resultados correspondientes al primer grupo de al-

goritmos se muestran en las tablas 3.5 y 3.6 presentadas en la sección anterior y los del

segundo grupo en las tablas 3.7 y 3.8. El principal resultado obtenido se describe a conti-

nuación.

Tabla 3.7: Resultados de los algoritmos CVEDA y DVEDA con selección aleatoria de la

estructura de los vines en la función Sphere.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

CVEDA BIC, random 100 30/30 4523.3±100.6 6.9E−07±1.8E−07
DVEDA BIC, random 100 30/30 4526.6±114.2 6.6E−07±1.6E−07

Tabla 3.8: Resultados de los algoritmos CVEDA y DVEDA con selección aleatoria de la

estructura de los vines en la función Summation Cancellation.

Algoritmo Población Éxito Evaluaciones Mejor evaluación

CVEDA AIC, random 775 30/30 110360.0±2020.9 1.0E+05±1.1E−07
DVEDA AIC, random 1500 30/30 255900.0±5205.7 1.0E+05±1.2E−07
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En los algoritmos CVEDA y DVEDA, es importante utilizar heurísticas para represen-

tar las dependencias más fuertes en el primer árbol de los vines. En la función Sphere

los algoritmos que utilizan una estructura aleatoria de los C-vine y D-vines realizan un me-

nor número de evaluaciones. Al considerar una estructura arbitraria el número de cópulas

distintas de la independencia en los vines es menor que al utilizar una selección de las de-

pendencias más fuertes. Esta situación favorece la construcción de modelos más cercanos

al UMDA, que tiene el mejor comportamiento en esta función. En Summation Cancellation

se refleja la situación contraria: utilizar una estructura arbitraria provoca que dependencias

importantes para realizar una búsqueda más eficiente no sean capturadas. Esta situación

deteriora el comportamiento de los algoritmos. Estos resultados muestran que la selección

de las dependencias modeladas explícitamente en los vines es importante para contar con

algoritmos basados en vines que exhiban un comportamiento robusto.

3.4. Conclusiones del capítulo

Los resultados obtenidos en las funciones de prueba muestran que CVEDA y DVEDA

son algoritmos robustos que se comportan relativamente bien, tanto en problemas con débi-

les interacciones (Sphere, Ackley y Griewank) como con fuertes interacciones (Summation

Cancellation) entre las variables. El estudio realizado sobre algunas características intrínse-

cas de estos algoritmos permite afirmar que el uso de un modelo C-vine o D-vine influye en

el comportamiento del algoritmo, así como también es importante la selección de la estruc-

tura de los modelos de acuerdo a la fuerza de las interacciones de las variables. Además,

la construcción parcial de los vines basada en AIC es una alternativa a la construcción total

del vine que permite disminuir el costo computacional de la estimación de los modelos sin

comprometer la convergencia de los algoritmos.



Capítulo 4

Aplicación de CVEDA y DVEDA en el

problema de acoplamiento molecular

En este capítulo se estudia la aplicación de CVEDA y DVEDA en el problema de aco-

plamiento molecular con el objetivo de comprobar si las características de estos algoritmos

observadas en las funciones de prueba se manifiestan también en este problema real.

El acoplamiento molecular es un procedimiento que tiene como objetivo predecir la geo-

metría de la unión entre dos moléculas. Una de estas moléculas, llamada receptor, es una

proteína; mientras que la otra, llamada ligando, es una molécula pequeña que se une al sitio

activo de la proteína. Este procedimiento tiene un papel muy importante en el diseño racio-

nal de fármacos. En la actualidad, este problema constituye un área activa de investigación

ya que los algoritmos para explorar las posibles conformaciones y las funciones para medir

la calidad de las mismas presentan limitaciones significativas (Warren et al., 2006).

En las simulaciones desarrolladas en esta sección el receptor se trata como un cuerpo

rígido, mientras que el ligando es flexible. Cada solución representa solamente el ligando.

El ligando se representa como un vector con valores reales que determina su posición,

orientación y ángulos de torsión. Las tres primeras componentes del vector representan la

posición del ligando en el espacio tridimensional. Los valores de estas componentes están

limitados por las dimensiones de un ortoedro colocado sobre el sitio activo del receptor. Las

dimensiones del ortoedro se calculan añadiendo cinco angstroms (Å) a los valores mínimos

y máximos, en cada dimensión, de las coordenadas del ligando en su conformación experi-

mental. Las siguientes tres componentes del vector representan la orientación del ligando y

toman valores en los intervalos [0,2π], [−π/2,π/2] y [−π,π], respectivamente. Finalmente,
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cada ángulo de torsión flexible del ligando se representa con una variable adicional que toma

valores en [−π,π].

Se utiliza la función objetivo semiempírica descrita por Huey et al. (2007) e implementa-

da en AutoDock 4.2. Esta función determina la energía del acoplamiento entre ligando y el

receptor, la cual se calcula mediante la suma de las interacciones entre los átomos del ligan-

do y del receptor (energía intermolecular) y las interacciones entre los átomos del ligando

(energía intramolecular).

La estructura tridimensional propuesta por el algoritmo de acoplamiento se compara con

la estructura tridimensional conocida experimentalmente para evaluar su calidad. Esta com-

paración se realiza mediante el cálculo de la desviación cuadrática media,

RMSD =

√
∑

n
i=1(dx2

i +dy2
i +dz2

i )

n
,

donde n denota el número de átomos del ligando y dxi, dyi, dzi denotan la diferencia entre

las coordenadas experimentales del átomo i del ligando y las obtenidas mediante el proce-

dimiento de acoplamiento molecular. Si se obtienen valores de RMSD menores o cercanos

a 2 Å, se considera que el acoplamiento fue exitoso. Por otra parte, valores cercanos a 3 Å

indican un acoplamiento parcial.

4.1. Diseño experimental

En la tabla 4.1 se presentan las características de los cuatro compuestos utilizados en

el estudio del comportamiento de los algoritmos. La información sobre los compuestos fue

tomada de PDB (Protein Data Bank) (Berman et al., 2000).

Se realiza una comparación entre UMDA, GCEDA y los dos algoritmos basados en vines

propuestos en la tesis. CVEDA y DVEDA utilizan un nivel de significación al 1% en la prueba

de independencia para la selección de las cópulas bivariadas en el vine. Si se rechaza la

hipótesis nula de independencia, se ajusta una cópula normal. Ambos algoritmos utilizan la

construcción parcial de los vines basada en AIC que mostró un buen comportamiento en los

experimentos presentados en el capítulo anterior.

La capacidad de los algoritmos basados en cópulas para tratar con diferentes distribu-

ciones marginales se utiliza para satisfacer las restricciones del dominio de las variables

del problema. En estos experimentos, todos los algoritmos utilizan distribuciones marginales
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Tabla 4.1: Compuestos utilizados en el problema de acoplamiento molecular. Los hidrógenos

apolares no se incluyen en el número de átomos.

PDB Número de Número de Dimensiones del
átomos torsiones ortoedro (Å)

1adb 56 15 28×20×22
1bmm 43 10 17×19×22
1cjw 71 26 26×22×30
2z5u 73 20 28×32×24

normal truncada (Johnson et al., 1994). Esta distribución corresponde a una variable con

distribución normal acotada en un intervalo [a,b]. La función de densidad de la distribución

normal truncada con media µ y desviación estándar σ ≥ 0 está dada por

f (x; µ,σ ,a,b) =
1
σ

φ(x−µ

σ
)

Φ(b−µ

σ
)−Φ(a−µ

σ
)

y la función de distribución por

F(x; µ,σ ,a,b) =
Φ(x−µ

σ
)−Φ(a−µ

σ
)

Φ(b−µ

σ
)−Φ(a−µ

σ
)
,

donde Φ y φ denotan las funciones de distribución y de densidad de la distribución normal

estándar, respectivamente.

Como no se conoce el óptimo de la función objetivo, los algoritmos utilizan como condi-

ción de parada que la población pierda diversidad. Los algoritmos se detienen si la desvia-

ción estándar de los valores de energía de la población es menor que 0.01.

Para lograr una comparación satisfactoria de los algoritmos, se realizaron 30 ejecuciones

independientes con diferentes tamaños de población entre 200 y 2000 con un incremento de

200. Se seleccionó el tamaño de población para el cual se obtuvieron los menores valores

de la media de la energía con el menor número de evaluaciones de la función objetivo.

Los resultados reportados en la próxima sección corresponden a las 30 ejecuciones con el

tamaño de población seleccionado.
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4.2. Resultados y discusión

En esta sección se reporta el comportamiento de los algoritmos UMDA, CVEDA, DVEDA

y GCEDA en el problema de acoplamiento molecular. Los resultados de UMDA y GCEDA

corresponden a los reportados por Milanés y Álvarez (2011).

En la tabla 4.2 se muestran los resultados de los algoritmos en cuanto a la media y la

desviación estándar de la menor energía obtenida en una ejecución, el número de evalua-

ciones de la función objetivo y los valores de RMSD correspondientes a las soluciones con la

menor energía. La figura 4.1 ilustra la relación entre la menor energía alcanzada y el número

de evaluaciones de la función objetivo durante la ejecución de los algoritmos.

Tabla 4.2: Resultados de los algoritmos en el problema de acoplamiento molecular.

PDB Algoritmo Población Evaluaciones Mejor energía RMSD

1adb UMDA 1800 157933.3±11286.0 −16.55±2.09 3.17±0.76
CVEDA 1400 114258.1±17585.9 −17.01±2.18 2.63±0.98
DVEDA 1400 112133.3±13920.2 −17.61±1.79 2.50±1.03
GCEDA 1400 108200.0±20162.1 −18.69±0.84 1.44±0.81

1bmm UMDA 600 48633.3±6099.6 −9.42±1.37 4.58±0.40
CVEDA 800 65766.6±10500.1 −9.11±1.39 4.88±0.49
DVEDA 800 62266.6±9776.5 −9.41±1.33 4.77±0.71
GCEDA 1000 72166.6±18632.7 −8.31±1.10 4.99±0.90

1cjw UMDA 1200 180000.0±13341.6 −12.19±1.46 6.24±1.04
CVEDA 1200 180233.3±13103.5 −12.85±1.69 6.35±1.33
DVEDA 1200 165400.0±18872.7 −14.40±2.40 5.20±1.34
GCEDA 1600 201033.3±37696.1 −15.55±2.02 4.97±1.26

2z5u UMDA 1400 171900.0±11442.0 −29.14±1.97 0.61±0.18
CVEDA 1400 157600.0±11391.4 −29.58±1.23 0.58±0.12
DVEDA 1200 125266.6±11965.2 −30.16±1.28 0.52±0.12
GCEDA 1600 140966.6±17835.4 −29.43±0.56 0.51±0.05

De manera general, se observa que UMDA solamente obtiene mejores resultados que

el resto de algoritmos en el compuesto 1bmm, y que DVEDA y GCEDA tienen un comporta-

miento ligeramente superior que CVEDA.

Los algoritmos basados en vines tienen un comportamiento superior al algoritmo con el
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Figura 4.1: Media de la mejor energía alcanzada por los algoritmos en el problema de aco-

plamiento molecular, en función del número de evaluaciones.

peor desempeño en cada compuesto. En la figura 4.1 se ilustra claramente el comporta-

miento robusto de los algoritmos CVEDA y DVEDA, reportándose durante toda la ejecución

resultados que se encuentran entre los obtenidos por el algoritmo UMDA, que asume la

independencia de las variables, y el algoritmo GCEDA, que asume una estructura de de-

pendencia normal multivariada. CVEDA presenta dificultades en la optimización de los com-

puestos 1cjw y 2z5u, donde DVEDA muestra un comportamiento notablemente superior. En
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el compuesto 2z5u DVEDA es el algoritmo que obtiene los mejores resultados.

En la figura 4.2 se comparan los algoritmos CVEDA y DVEDA en los compuestos 1bmm

y 2z5u en cuanto a la proporción entre el número de cópulas normal y el total de aristas en

el vine estimado en cada generación. En el compuesto 1bmm los vines tienen un total de 15

árboles y 120 aristas, mientras que en el 2z5u tienen 25 árboles y 325 aristas. En ambos

casos la proporción aumenta con el número de generaciones. DVEDA ajusta un número ma-

yor de cópulas normal que CVEDA, lo cual es particularmente significativo en el compuesto

2z5u. Aunque en la construcción del C-vine, CVEDA intenta representar explícitamente las

dependencias más fuertes, las restricciones del modelo evitan que algunas de ellas sean

capturadas. Un C-vine resulta apropiado cuando una variable gobierna las interacciones

entre las variables.
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Figura 4.2: Comparación de los algoritmos CVEDA y DVEDA en los complejos 1bmm y 2z5u

en cuanto a la media de la proporción entre el número de cópulas normal y el total de aristas

del vine en cada generación.

Es importante notar que, gracias al uso del método de truncamiento, el número de prue-

bas estadísticas necesarias para ajustar los vines se reduce drásticamente. En el compuesto

2z5u, el número de árboles en los vines en ninguna generación fue mayor que siete y nueve

en CVEDA y DVEDA, respectivamente. En el compuesto 1bmm se expandieron a lo sumo

nueve árboles en los dos algoritmos.
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4.3. Conclusiones del capítulo

Los resultados empíricos obtenidos en el problema de acoplamiento molecular ratifican

el comportamiento robusto de los algoritmos CVEDA y DVEDA observado en los experi-

mentos con las funciones de prueba. Estas características hacen que los EDA basados en

vines puedan ser considerados herramientas prometedoras para crear nuevos programas

de acoplamiento molecular.



Conclusiones

En esta tesis se ha reportado una investigación sobre la conveniencia del uso de vines

en los EDA. Las conclusiones fundamentales son las siguientes:

1. Los vines son herramientas que permiten construir mejores distribuciones de búsque-

da ofreciendo nuevas vías para tratar con diferentes fuentes de complejidad que sur-

gen en la optimización.

2. Los EDA basados en vines son más flexibles que sus predecesores basados en có-

pulas multivariadas, como son UMDA y GCEDA, ya que están basados en modelos

capaces de describir una amplia variedad de patrones de dependencia.

3. CVEDA y DVEDA son algoritmos robustos dotados de mecanismos que les permiten

comportarse relativamente bien tanto en problemas con débiles como con fuertes in-

teracciones entre las variables.

4. La investigación empírica del comportamiento de los algoritmos CVEDA y DVEDA en

un conjunto de funciones de prueba muestra que la construcción parcial de los vines

basada en AIC es una alternativa a la construcción total que permite disminuir el costo

computacional de la estimación de dichos modelos, y que es importante realizar una

selección de la estructura de los vines de acuerdo a la fuerza de las interacciones entre

las variables.

5. Los resultados empíricos en un conjunto de complejos moleculares muestran que los

EDA basados en vines son herramientas prometedoras para crear nuevos programas

de acoplamiento molecular.
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Los principales resultados son:

1. Se crea una nueva clase de EDA llamada Algoritmos con Estimación de Distribuciones

basados en Vines. Dos algoritmos pertenecientes a esta clase son: CVEDA, que utiliza

C-vines, y DVEDA con D-vines.

2. Se implementan dos paquetes para el ambiente estadístico R. El primero provee fun-

cionalidades relacionadas con el modelado de dependencias multivariadas utilizando

vines. El segundo contiene implementaciones de EDA basados en la teoría de cópulas,

entre los que se encuentran los algoritmos CVEDA y DVEDA.



Recomendaciones y trabajo futuro

Se proponen las siguientes recomendaciones:

• Realizar un estudio de los métodos para la selección de las cópulas bivariadas en los

algoritmos CVEDA y DVEDA teniendo en cuenta las deficiencias en la selección de la

cópula normal en la función Summation Cancellation.

• Extender el estudio empírico de los algoritmos a un mayor grupo de funciones de

prueba caracterizadas de acuerdo a la complejidad de las mismas.

Las siguientes líneas de investigación garantizan la continuidad de este trabajo científico:

• Considerar la extensión de los algoritmos propuestos al dominio discreto.

• Extender la clase Algoritmos con Estimación de Distribuciones basados en Vines con

un nuevo algoritmo que utilice vines regulares generales, en lugar de las descomposi-

ciones específicas correspondientes a los C-vines y los D-vines.
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Apéndice A

Gráficos de dispersión de las cópulas

En este apéndice se incluyen gráficos de dispersión de muestras con 500 observaciones

generadas a partir de las cópulas bivariadas descritas en la sección 1.1.2. Los valores de

los parámetros de las cópulas se obtienen, utilizando las expresiones dadas en la tabla 1.1,

a partir de los valores -0.5, 0.25 y 0.75 del coeficiente tau de Kendall.
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Figura A.1: Gráfico de dispersión de una muestra generada a partir de la cópula indepen-

dencia bivariada.
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Cópula normal

τ = −0.5
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Figura A.2: Gráficos de dispersión de tres muestras generadas a partir de la cópula normal

bivariada con diferentes valores de su parámetro (correspondientes a los valores -0.5, 0.25

y 0.75 del coeficiente tau de Kendall).
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Figura A.3: Gráficos de dispersión de tres muestras generadas a partir de la cópula t bi-

variada con diferentes valores del parámetro de correlación (correspondientes a los valores

-0.5, 0.25 y 0.75 del coeficiente tau de Kendall) y dos grados de libertad.
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Figura A.4: Gráficos de dispersión de tres muestras generadas a partir de las cópulas Clay-

ton (centro y derecha) y Clayton rotada (izquierda) con diferentes valores de sus parámetros

(correspondientes a los valores -0.5, 0.25 y 0.75 del coeficiente tau de Kendall).

Cópulas Gumbel y Gumbel rotada

τ = −0.5
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Figura A.5: Gráficos de dispersión de tres muestras generadas a partir de las cópulas Gum-

bel (centro y derecha) y Gumbel rotada (izquierda) con diferentes valores de sus parámetros

(correspondientes a los valores -0.5, 0.25 y 0.75 del coeficiente tau de Kendall).



Apéndice B

Funciones h y h−1 de las cópulas

En el desarrollo de la tesis se utilizaron las cópulas bivariadas independencia, normal, t,

Clayton, Clayton rotada, Gumbel y Gumbel rotada (sección 1.1.2). Este apéndice contiene

la definición de las funciones h y h−1 (sección 2.1.1) para este grupo de cópulas. Aas et al.

(2009) presentan la derivación de estas expresiones para las cópulas normal, t, Clayton y

Gumbel.

Cópula independencia

A partir de la función de distribución de la cópula independencia bivariada dada en (1.5),

se obtiene que hI(x,v) = x y h−1
I (u,v) = u.

Cópula normal

De acuerdo a la función de distribución de la cópula normal bivariada dada en (1.6), las

funciones h y h−1 para esta cópula son

hN (x,v;ρ) = Φ

(
Φ−1 (x)−ρ Φ−1 (v)√

1−ρ2

)
,

h−1
N (u,v;ρ) = Φ

(
Φ
−1 (u)

√
1−ρ2 +ρ Φ

−1 (v)
)
.
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Cópula t

A partir de la función de distribución de la cópula t bivariada dada en (1.7), se obtiene

que las funciones h y h−1 para esta cópula son

ht (x,v;ρ,ν) = tν+1

 t−1
ν (x)−ρ t−1

ν (v)√(
ν+(t−1

ν (v))
2
)
(1−ρ2)

ν+1

 ,

h−1
t (u,v;ρ,ν) = tv

t−1
v+1 (u)

√√√√(ν +
(
t−1
ν (v)

)2
)
(1−ρ2)

ν +1
+ρ t−1

ν (v)

 .

Cópula Clayton

De acuerdo a la función de distribución de la cópula Clayton bivariada dada en (1.8), las

funciones h y h−1 para esta cópula son

hC (x,v;δ ) = v−δ−1
(

x−δ + v−δ −1
)−1−1/δ

,

h−1
C (u,v;δ ) =

((
uvδ+1

)−δ/(δ+1)
+1− v−δ

)−1/δ

.

Cópula Clayton rotada

Las funciones h para la cópula Clayton rotada, dadas por hRC(x,v;δ ) = hC(x,1−v;−δ ) y

h−1
RC(u,v;δ ) = h−1

C (u,1− v;−δ ), se expresan en términos de las funciones h de la versión no

rotada.
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Cópula Gumbel

La función h se obtiene a partir de la función de distribución dada en (1.8),

hG (x,v;δ ) =CG (x,v;δ )
1
v
(− log v)δ−1

[
(− log x)δ +(− log v)δ

]1/δ−1
.

La inversa de hG respecto al primer argumento no se puede escribir en forma cerrada

por lo que se evalúa numéricamente utilizando el método propuesto por Brent (1973).

Cópula Gumbel rotada

Al igual que para la cópula Clayton rotada, las funciones h para la cópula Gumbel rota-

da se expresan en términos de las funciones h de la versión no rotada y están dadas por

hRG(x,v;δ ) = hG(x,1− v;−δ ) y h−1
RG(u,v;δ ) = h−1

G (u,1− v;−δ ).



Apéndice C

Publicación de los resultados

Los resultados relacionados con el estudio del comportamiento de los algoritmos en las

funciones de prueba se encuentran publicados en el siguiente reporte de investigación:

M. Soto y Y. González-Fernández (Mayo de 2010). Vine Estimation of Distribution

Algorithms. Reporte de investigación ICIMAF 2010-561, Instituto de Cibernética,

Matemática y Física. ISSN 0138-8916.

Los resultados obtenidos en el problema de acoplamiento molecular fueron aceptados para

su publicación en el siguiente capítulo:

M. Soto, A. Ochoa, Y. González-Fernández, Y. Milanés, A. Álvarez y E. Moreno

(2011). Vine Estimation of Distribution Algorithms with application to Molecular

Docking. En R. Santana y S. Shakya, editores, Markov networks in Evolutionary

Computation. Springer-Verlag.

Algunos resultados parciales se presentaron en los eventos nacionales e internacionales:

• M. Soto, Y. González-Fernández, Y. Garcés y D. Carrera. Evolutionary Estimation of

Distribution Algorithms Based on Copulas. En 9th International Conference on Opera-

tions Research (ICOR 2010). La Habana, Cuba.

• M. Soto, A. Ochoa, D. Carrera, Y. González-Fernández y Y. Garcés. On the Use of

the Concept of Copula in Evolutionary Optimization. En XX Encuentro de Estadísticos

Cuba-México. La Habana, Cuba.
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• M. Soto, A. Ochoa y Y. González-Fernández. Estimation of Distribution Algorithms ba-

sed on Vine-Copula. En Taller de Cómputo de Alto Desempeño (HPC 2010). México,

D.F., México.

• M. Soto, E. Moreno, A. Ochoa, Y. Milanés, A. Álvarez y Y. González-Fernández. Estima-

tion of Distribution Algorithms for the Molecular Docking Problem. En 9th International

Workshop on Operations Research (IWOR 2011). La Habana, Cuba.

• M. Soto y Y. González-Fernández. Copula-Vine Modeling in Evolutionary Optimization.

En 9th International Workshop on Operations Research (IWOR 2011). La Habana, Cu-

ba.

Algunos resultados parciales se presentaron en las jornadas científicas:

• Y. Garcés, Y. González-Fernández y D. Carrera. Algoritmo con Estimación de Distri-

buciones basado en cópula. En Jornada Científica Estudiantil de la Facultad de Mate-

mática y Computación de la Universidad de La Habana 2010. La Habana, Cuba. Este

trabajo obtuvo los premios Primera Mención de Tercer Año y Mejor Exposición de la

Jornada de la especialidad de Matemática.

• M. Soto y Y. González-Fernández. Estimation of Distribution Algorithms based on Vine-

Copula. En Jornada Científica del Instituto de Cibernética, Matemática y Física 2010.

La Habana, Cuba.

• Y. Milanés, A. Álvarez y Y. González-Fernández. Estimation of Distribution Algorithms

for the Molecular Docking Problem. En Jornada Científica Juvenil del Instituto de Ci-

bernética, Matemática y Física 2011. La Habana, Cuba.

• Y. González-Fernández y Y. Garcés. Copula-Vine Modeling in Evolutionary Optimiza-

tion. En Jornada Científica Juvenil del Instituto de Cibernética, Matemática y Física

2011. La Habana, Cuba.

• Y. González-Fernández. Modelado con cópulas y vines en Optimización Evolutiva. En

Jornada Científica Estudiantil de la Facultad de Matemática y Computación de la Uni-

versidad de La Habana 2011. La Habana, Cuba. Este trabajo obtuvo el premio al Mejor
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